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XAY DUYNG CHUPONG TRINH MO PHONG
DONG CHAY MAT THOANG HAI CHIEU TONG QUAT
PHAN 1. MO HINH SO

ThS. Nguyén Tat Thing
Vién Co hoc

ai.bao trinh bay phuong phép sé tinh toén, mé phdng dong chay hai chiéu mat thoang trong
=g diéu kién téng quat trén co sé& gidi sé hé phuong trinh Saint-Venant hai chiéu day du co tinh
" dén céc tinh chét gian doan cda dong chdy va céc diéu kién dia hinh phirc tap st dung luci

tinh toan khéng céu trac. Phuong phép s6 la phurong phap Godunov véi xap xi ham dong kiéu Roe, thanh
phén ngubn theo huéng. Bai béo trinh bay Phén | ctia nghién ctru: M6 hinh s6. Phan Il cla nghién ctiu vé
céc tinh toén kiém nghiém mé hinh sé béng cach so sénh cac két qua tinh toan véi cac két qua thi nghiém
vat ly hodc cac két qua tinh toan cda céac chuong trinh thuong mai khac sé duoc trinh bay trong mét bai bao

tiép theo.

1. Gioi thiéu
Gén day phwong phap Godunov vé&i xap xi ham
dong kidu Roe gidi hé phuong trinh nwéc néng
dang tdng quat mdt chiéu va hai chiéu, co xét dén s
“hang ngudn, da dat duoc nhidu két qua. Nhitng wu
diém ctia phwong phap nay bao gébm: a) Tinh bao
toan tét do |&i gidi dwoc xay dung trén dang tich
phan clia hé phuong trinh co sé; b) Kha nang xt ly
tét cac gian doan trong dong chay bang viéc giai
nghiém trén co s& cac séng lan truyén cac dic
trwng; c) Lwéi tinh toan khéng cAu tric c6 tinh mém
déo cao, cho phép mé ta tét cac mién hinh hoc phirc

tap, bao toan dwoc hinh dang cla céc ddi twong -

(cdng trinh) cAn quan tam d&c biét trong mién tinh va
bao toan dwoc hinh dang cta cac bién. Trong
trudng hop moét chidu, Garcia-Navarro P. va
Vazquez-Cendon M.E. [1] d& trinh bay nhtng
nghién ctru clia ho cho cac dang phuwong trinh mét
chidu khac nhau, ham dong co thé khdng chi phu
thudc vao cac bién bao toan ma con phu thudc dang
hién vao cac bién khéng gian. Cac tac gid nay ciing
da trinh bay nhirng nghién clru m&i cia minh vé
viéc x&¥ ly s6 hang ngudn theo -diém hodc theo kiéu
sai phan ngwoc dong (upwind). Cac nghién clru vé
xt ly kidu sai phan ngwoc déng cho s hang ngudn
- da dat nén tang cho nhirng téng quat hda sau nay

cho triedmg hop hai chidu. D& thuan tién, so do sb
kidu sai phan nguoc dong cho s6 hang nguén nay
trong nghién ctu & day sé dwoc goi la so db (hay
phwong phap) G-V. Hanh N.V. [2] d& téng hop, so
sanh phwong phap G-V vdi cac phuwong phap sai
phan khac cho cac dang bai toan mét chidu khac
nhau, d&c biét [a bai toan ma nghiém cé gian doan.
Déi véi cac bai toan hai chidu, Alcrudo F. va Garcia-
Navarro P. [3] da ap dung so db sb kiéu G-V gii cac
bai toan hai chiéu trong didu kién chay xiét hoac Ii
gidi c6 gian doan. Tuy. nhién ho chi xét cac hé
phwong trinh mét chidu va hai chidu dang thuan
nhét. Brufau P. va Garcia-Navarro P. [4] da trinh bay
nhitng két qua nghién ctru clia ho ap dung so d6 sb
kidu G-V giai cac bai toan v& dé, dap hai chidu voi
xtv ly kiu ngudn diém va c6 xét dén ma sat cla
thanh clng. Hubbard M.E. va Garcia-Navarro P. [5]
da trinh bay nhirng dé& xuét vé phan tach sai phan
dong va x& ly kidu sai phan ngwoc dong sb hang
ngudn dam bao tinh can béng t6t cho md hinh trong
d6 co st dung phwong phap Godunov va xap xi
ham dong kiéu Roe. Trén co s& nay, Brufau P. va
cac cong sw [6] da xady dwng moét md hinh sb md
phéng dong chdy trong cac mién hinh hoc phic tap
c6 tinh dén cac ché do kho, wét va gian doan trong
dong chay. Cac nghién ctru trén cho thay kha nang
tng dung tét clia cac so @b s6 kidu Godunov va x&p
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xi ham dong kiéu Roe vao tinh toan mé phéng dong
¢hay mat thoéng tbng quat trong dé tinh gian doan
clia dong chay (bai toan tinh toan md phéng lan
truyén I do v& dé, dap) va tinh chat phirc tap cla
mién tinh (cac mién hinh hoc hai chiéu phtrc tap, c6
céac ¢dng trinh, c6 cac mién kho-wét thay ddi theo
theri gian) déu c6 mét. Bai bao nay trinh bay co s&
ly thuyét ctia chwong trinh tinh todn, mé phéng dong
chay hai chiéu tbng quat ap dung so dd sb kiéu
Godunov v&i ky thuat phan tach sai phan ham dong
kidu Roe va xt Iy s6 hang ngudn theo kiéu sai phan
ngwoc dong.

Bai bao gém bén phan. Phan 1 trinh bay gidi
thiéu chung. Phén 2 trinh bay phwong phap sé, xuét
phat t& phuwong phap sé cho bai toan mot chiéu
dang téng quat sau dé tdng quat héa cho phuong
trinh hai chiéu. Phan 3 trinh bay cac cai tién v& tinh
toan ma sat trén thanh clrng va cach xr ly vi pham
Entropy clia Harten va Hyman [7]. Phan 4 gbém két
luan va cac tai liéu tham khao.

2. Phwong phap sé

a. Phwvong phdp Godunov véi xap xi ham
dong kiéu Roe cho bai todn mét chiéu téng quét

Phuwong phap Godunov véi xap xi ham dong kiéu
Roe cho bai toan mét chiéu tdng quat cé xét dén sé
hang ngudn dwoc ap dung theo nghién ctru cla
Hubbard M.E. va Garcia-Navarro P. [5]. Céc phwong
trinh mét chiéu biéu dién hé cac dinh luat bao toan
c6 thé duwoc vidt nhu sau:

ou oF
4+ =5 (1)
oF  ox '
V&i U 1a vecto clia cac bién bao toan, F 1a vecto
dong déi lwu, va S 1a sé hang ngudn. O day ta xem
xét cac bai toan voi dong cé dang F=F(U).

Ap dung phwong phap khéi thé tich hiru han (Fi-
nite Volume Method - FVM) cho mét doan (khéi diéu
khién mot chiéu) bat ky, két hop véi vigc dung cong
thirc Gauss va cong thirc sai phan Euler tién cho
dao ham theo thoi gian, dang sai phan cia phuong
trinh (1) dwoc vidt nhw sau:

N EA P}
X l+4_,2 I3 5]
H !

e G e

Trong d6 F biéu dién sé hang dong duoc udc
lwong tai giao dién gitra cac doan va S, = dex la
tich phan sé hang nguén trén doan Ax,

Dé thuan tién, ta st dung so dd ma cac bién bao
toan dwoc chon tai tam cla 6 va cac 6 tinh toan
tring voi cac 6 lwdi (Hinh 1). Theo cach nay phuong
trinh sai phén (2) dugc viét dudi dang tdng quat cho
lwéi bat ky, khéng nhat thiét 13 luai déu, budc ludi
Ax; =X, , =X, , chilién quan dén doan Ay, . Luu
y ring, khac véi cac phuong phap sai phan, gia tr|
clia cac bién thuéng duwoc tinh tai cac nat ludi trong
so' d6 sai phan, trong phuong phap thé tich hiu han
chi sd i ding dé ky hiéu cac phan t&r (trong truong
hop mét chiéu la cac doan,'trong ir_u'c‘mg hop hai
chiéu la cac phan tlr tam giac hoac tr giac...), gia tri
céac bién 1a dai dién cho gia tri clia bién do trén ca
phan t&r va dwoc quy vé tam clia phan tir d6. Ngoai
ra khi gidi quyét cac bai toan cuc bd & bieni= L
gitra cac phan tlr, chi sd dwoc st dung trong ky hiéju
gia tri cia cac bién & giao dién giira cac phan tr
(diém gitra cac phan t& luei tinh mot chidu, hay
canh gira cac phan t& lwdi tinh hai chiéu).

B S
X :
FI . ."-7'l E
2 M
2 2
. .
e :
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o —e————5—9
I i B e
i+— f——
2 2

Hinh 1. Cdc sé hang dong va sé hang nguén
trong so’ dé tinh todn

Mot kiéu so @b sai phan nguwoc dong, phat trién
bdi Roe [8] tinh toan ham dong tai giao dién giiva
cac 6, duwoc ap dung. Trong dd I gidi cia bai toan
Riemann x&p xi duoc diing dé khai trién cac sb hang
dong theo cac dic trung bang cach chéo hoa phan
ddng nhat ctia hé (3) sau day (mot dang tuyén tinh
cla hé (1))

U +AU_ =0 @)

Tap chi Khi tlrg’ng' Thuy vin * Thang 7/2010 25




véi: 4 = ar7/at/ La ma trén Jacobian xap xi cla
hé. Cac bai toan Riemann xuét hién tai cac giao dién
(trong tredng hop mot chidu la cac nat gitra cac
doan, trong tridng hop hai chiéu 1a cac canh chung
gilra cac phan t&) noi co thé co cac gian doan do

viéc biéu dién roi rac (gid thiét Godunov) cha
nghiém theo ting 6 tinh [7]. V&i vigc st dung 1&i gidi
bai toan Riemann x4p xi clia Roe ta c6 thé viét sai
phan dong dwéi dang sau:

Arm? (AAU)M)Z (RAR AU)mz (iai J (4)
k=]

trong d6 AF bidu dién buwéc nhay cia dong F

- qua giao dién gita cac 6 tinh. R 1ama tran co cac -

cht la cac vecto riéng bén phai, r‘ ctia ma trén A
A la ma tran dwong chéo chira cac gia ‘tri riéng
A, ciia A va cac thanh phén cia RAU(= AW)
la cac bwdc song @, gan v&i mdi thanh phan cla
khai trién (& day W chinh |a vecto clia cac bién déc
trung clia hé). Biéu thire cudi cing trong (4) chi ra
céch ma sai phan ham dong dwogc khai trién theo
Ny, thanh phén d&c treng (hay chinh la theo cac
song cua bai toan Riemann), N, la sb cac phwong
trinh cda hé (3). Trong bai bao nay, ky hiéu ~ dwgc
dung dé chi wéc lvong clia mot dai lugng nao dé
tai trang thai trung binh Roe [8].

C6 dang khai trién (4), ching ta xay dung so do
urt =up - 2L[RARA0)
Ax

Trong d6: A’ = %(/N\ iixl)

Dang (6) awgc nieu nnw sau: thong tin, dwoc
diing d& cap nhat tinh toan cho cac bién trang thai
trong 6, dwoc tach thanh cac phan lién hé dén théng
tin truyén vao & tir bén phai (+) va théng tin truyén
va0 & tir bén trai (-). Tl d6 c6 thé thdy nghiém trong

LA A
: i
-3 &——@ : &—& —
i1 1.1 o I £
& T o
2 2

o HRRR AU,

i1l2
Roe cho hé thuan nhét ctia cac phwong trinh tir (2)
bang cach xép xi dong nhu sau [7]:

Fona= (rm““}’ -—;—(ﬁlK}}?"AU} (5)

i+l 2

voi: |K|=diag{Z|) 12 ma tran 6 cac thann
phén trén dwong chéo 1aj4,]; cac biéu thire lién
quan dén s hang ngudn tam ti: % “woc bd qua &
day. Cong thirc tinh F'i_1/2 la hoan toan twong tu.

Viéc lwa chon trang thai trung binh Roe (ky hiéu
b&i ~) thoa méan (4) c6 nghia réng 1o gidi bai toan
Riemann x4p xi la & gidi chinh xac cho bai toan da
dwoc tuyén tinh hoa cuc b (tai cac giao dién gitra

~ c&c 0 tinh) clia bai toan Riemann. Khi (4) dwoc két

hop véi (5), so @6 (2) dwgc viét theo dang sau:

Al s (6)

6 dwoc cap nhat hay tinh toan bang viéc st dung
chi cac thdng tin lan truyén theo cac séng (di vao 6
dang dwoc xem xét) cia cac bai toan Riemann &
cac nut (Hinh 2). Sau day chung ta sé xem xét lua
chon dang thich hgp cho tich phan s hang ngudn.

Hinh 2. Cdc hwéng lan truyén théng tin
trong mét doan
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Trong nghién ctru nay ta ap dung phueng phap
roi rac hoa s6 hang ngudn st dung dang khai trién
theo dac trung (4). Cach lam & day la chiéu tich
phan s hang ngudn 1&n hé cac vecto riéng ciia ma
tran Jacobian , khi d6 ¢6 thé biéu dién tich phan sb
hang nguén theo dang tuyén tinh nhw sau:

=(1?§“1§)H; =(Z/§@} ) @)

it
2

'ledszZl

x, 2

& day ﬁk . cac hé sb ctia khai trién, 1a cac thanh
phan cla vecte R~'S . Cha y rang tich phan duoc
x&p xi trong (7) duoc 1y trén hai 6 ké nhau, gén véi
giao dién /+1/2 va co thé dé dang két hop véi dang
sai phan (6). Bidu thirc S; clia 6 s& dwoc xay dung
béng.cach gop sé hang ngudn tinh theo hai giao
dién i+1/2 va i-1/2 clia 6 tinh toan. Tinh béo toan
duoc ddm bao mién la toan bd tich phan (7) tai mot
giao dién i+1/2 nao d6 dwoc phan bd hoan toan cho
hai 6 lan can. Luu y régp theo céch trén ta chi cin
woc lwong céc hé sé B, , cac sb hang con lai ddu
da dugc wée lwgng trong sai phan dong.

Céc sb hang & vé phai cla (7) sé& dwoc ding d&
cén béng véi cac thanh phan cua sai phan déng
trong AF trong (4) do d6 ching phéi dwoc tuyén

L3

Nghi

tinh hoa theo cling mdt cach d& dam bao rang &
trang thai can bang ta co:

F:\‘—SE():AP;HZ_E:}HZ:O 8

trén toan mién tinh. Didu nay dwoc thda man vi
& trang thai can bang cac khai trién (4) va (7) da
dugc xay dung sao cho KE"Ay =R™'S hotc
twong dwong nhw vay la: @, 4, = f3,

Lwu y réng ky higu ~, nhu da noi & trén, bidu dién
woc luong cia moét dai lwong nao doé & trang thai
trung binh Roe. Trong tinh toan thuc t&, didu quan
trong la dong va nguén phai dwoc wéc lwong &
ciing mét trang thai d& dam bao tinh can bang.

Két qua clia cach phan ra theo dic trung (7) 1a
cac sé hang ngudn ciing co6 thé dwoc rdi rac héa
theo kiéu sai phan ngwoc dong mac di khéng ¢o
mét thanh phan nao cda phan ra do la hé qua caa
cac tac déng cua cac yéu td khac theo hwéng
nguoc dong. Nhw vay phwong phap roi rac hoa sb
hang ngudn & day la phéng theo cach sai phan
thanh phan dong twong tng. Biéu thirc sai phan
kiu nguoc dong (6) c6 xét dén sb hang ngudn
duwgec viét nhu sau:

S IE=ATAE = Al 1] (A-}-IAI) C6 thé thay ngay ring tai trang thai can béng (8), tinh can bang clia

(9) hoan LOdnN QU noa mén.

Tinh twong thich gitra (9) va (2) c6 thé dugc chirng minh twong ddi don gian bang céach tach cac sb hang
, @& ngén gon thi cac dién gidi khong dwoc viét lai & day. Theo d6 tich phan sé hang ngudn trong (2) da duwoc

A” s A+ J* biéu dién theo:

o~

\d +
S =S5,+ S

i

Vé&i §i:l/2 = T)“(§ ([ — §gn (1 ))ﬁ ”IS; 12 = (§[-§-|§ i+1/2

it

s O+
va ST,
6 1Ay déus wues o,

(10)

é—(ﬁ(l + sgn (1 ))I?"S’J )/~1/2 = (EI ‘RS }_1/» trong dé sgn (1) la toan

Céach réi rac hda sé hang ngudn nay dam bao réng moi trang thai can bang (trang thai cot nwée tinh) sé
duorc thé hign béi m hinh sb. Theo dé s6 hang nguén da dwoc phan ra va cac ¢éng thirc dang hién cla
né da duoc xay dwng dé woc lvong gia tri clia céac bidu thirc theo cac bién dong chay. Phan bd cla cac thanh
phan ngudn va dong dwoc trinh bay nhu trong Hinh (3).
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Hinh 3. Phan bb thanh phén nguén va dong trong mét.6 tinh

b. Téng qudt héa cho hé phwong trinh nwéc
néng hai chiéu khéng dirng

Hé phuong trinh nuéc nong hai chiéu bé qua
cac chuyén dong rdi, khong xét dén (rng xuét gid

I fu X
. 2 h* N
Trong do: U =|hu|, IF=|hu »i-g-;)— ,G =
_lzv_ huy -

J

& day U la vecto cla céc bién bao toan voih 1a
do sau cot nuée, hu va hv la cac lwu lwgng don vi
theo cac huc’yng twrong trng cua cac truc toa Ao x va
y. F va G la dong cla céc bién bao toan qua cac
canh cla cac 6 tinh. Trong tredng hop hé phuong
trinh dang xét ta c6 F=F(U) va G=G(U). H la sb hang
ngudn. u va v lan lwot [a cac thanh phan van téc
duoc trung binh theo chiéu sau theo cac phuong x
vay, g Ia gia téc trong trwang.. S, va S, a céc thanh
phan lién quan dén d6 dbc day theo cac hwéng x va
y. S, va Sj,rlén lwot 1a cac sb hang lién quan dén
ma sat theo cac hwéng x va y twong ng. Phuong
trinh Mannin'g vé&i mot sb hiéu chinh duoc st dung
dé tinh toan thanh phan ma sat ctia cac phan tlr bién
c6 tinh dén anh huéng cla thanh ctrng. Viéc hidu
chinh chi tiét s& dwoc trinh bay trong phan sau.

Phuwong phap thé tich hiru han véi cac bién quy
woc 1y tai tam phan tr dwoc ap dung cho phuong
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trén bé mat, co thé dwoc viet dwéi dang bao toan co

sb hang nguén nhw sau [4]: .

g(.‘/..-i-\?-(F,G):f‘l' v (‘h)
4
wo | [ o .
huv e H= ghES(,x -5, 3
[gvz -{-gi gh Su}, “S[v ASal

2
trinh dang bao toan (11) véi khéi diéu khién trong
trwéng hop hai chiéu 1a mot da giac 161 vi sb canh
tuy y cta lwdi khoéng cau tric (Hinh 4). Theo Go-
dunov [7], gia tri clia cac bién dwoc gia thiét 1a hdng
sb trong mi 6. Tich phan ctia phuweng trinh (11) trén
dién tich S ctia khdi didu khidn duoc viét nhu sau:

J%iid“ J.V'(F;G)JS= [as (12)
S s i,

Ap dung céng thirc Gauss cho biéu thirc tich
phan mét, (12) dwoc viét lai nhuw sau:
ou

—ZdS +

(13)
3 o :

{.(F,G)-ndC = [Hds
' ‘ s

voi C 14 bién cta dién;tich$, n la vecto phap
tuyén don vi hudng ra ngoai frén bién. Cho truéc 6
tinh toan dién tich Sj;.voi#1a chi s6 gan voi tam 6
(Hinh 4), phwéng trinh (13) dwgciviét thanh:

i.

[ (2
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X

Hinh 4. Khéi diéu khién trong tridng hop hai chiéu va cdc thanh phan lién quan

b

Wis s {.(F.G)-ndC =H.s, (14)
dt o

v&i gid thidt hé Idi tinh toan 1a ¢6 dinh theo thoi
gian. Xap xi tich phan dwdng trén cac canh ta co:

NS
{, (F,G)ndC =Y (F,G), -nds, (15)
’ k=1

v6i k 1a chi s6 canh thiv k cGia & (Hinh 4), NS 1a
s6 canh clia 6 (NS=3 trong trieérng hop 6 tam giac).
Vecto ny 14 vecto phap tuyén don vi hwéng ra ngoai,
dsk 1a chiéu dai canh k, (£, G), la tenxo dong voi gia
tri-ctia déng Fva G duoc ude lugng trén mdi canh.
Uéc lwong clia dong Fva G dya trén co so bai toan
Riemann dwoc dinh nghia béi cac gia thiét Godunov
& bén trai va bén phai clia cac canh cla 6 tinh toan,
twong tw nhu tréng hop mét chiéu da trinh bay.
M6t ddc tring quan trong clia so' dd nguoc dong
mét chidu cho cac hé phi tuyén dwoc st dung & day

la: theo dinh hghia ma tran Jacobian xap xi ZRI 8]

dwoc xay dwng tai cac canh cla 6 tinh. Twong tw
nhu trong triedéng ho'p mét chiéu, véi trudng hop hai
chiéu ta co:

Tho . ~ (16)
(F,6) n=—{(F,GYy - n+ (F,G), -n-|d, JaU,,

0

~ ) ~7 e o~ ~
Ay = (c —u )?;x~ux111), 2un +va,

~) 2 o~
_(c -V )vzy-—uvnx

v&i k=1,...,NS. R va L ding dé ky hiéu cho cac
trang thai bén phai va bén trai ctia canh k. A, bidu
dién ma tran Jacobian xap xi cGia dong vudng goc di
qua canh. Dé tién trinh bay, ky hiéu k dwoc bé di.

Theo Roe P.L. [8], ma trén ;IR,. phai théa méan
nhirng diéu kién sau day:

(1) 4w chi phy thudc vao cac trang thai UL va UR
(2) (Fl - F/)= ;im, (Ule "'Ul.)

@) ER,. ¢0 cac gia tri riéng thwe phan biét va co
tap hop day dd cac vecto riéng.

(4) Ay = AU,)=4U,) néu: U, =U

L

Voi: A= o(ﬁ,(;).n = -C.i]—r—nA + é(—]‘nv (17)
au ol ou -

' Ciing theo Roe P.L. [8], ma tran Z,\,,_ cd cling c&
véi ma trén A nhwng né dwoc woc lvong @ mot
trang thai trung binh xac dinh b&i & = ('iI,F) vac,
cac gié tri nay phai dwoc tinh toan theo cac tinh chat
da trinh bay ctia ma tran <, . Nhu vay tir ma tran A
va cac tinh chéat cla nd, ma tran /ij phai co dang
biéu dién nhw sau:

n,
umn, (18)

un +2vn,

Céac gia tri riéng va vecto riéng bén phai cua Zm xac dinh dugc nhw sau (dat n=(ry, ny)):
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Al=@-n+¢=un +Vn_+¢C: Azza)'-n:ifnxi-?rzy =g

\ 5 -¢=un+vn - (19)
I 0 1
Fle|d+en, |, Fi=|-Cn, |, F=|T-Cn, | : (20)
v+cn, CH, v—cn,

Céac vecto’ rieng 7', 7,7 1a doc 1ap tuyén tinh hay det ( 7', 72,7 ) khac 0, khi d6 hé ba vecto riéng
FLrFLT , lap thanh mot co sé& day du va sai phan hay budc nhay cla trang thal U qua mét canh béat ky

ctia 6 tinh dwgc khai trién theo hé cac vecto riéng clia A,\, nhu sau:

Ah . hy—h,
AU =U, ~U, =| Ahu}|=| (), “(h”)/.
A{hw) (Av), —(v), ‘ 1)
; 1 0 I }
= @7 =@\ u+cn, |+&% -Cn, | +&°| T —Cn,
! V+Cn, én, V-Cn, )

Giai hé phuwong trinh dai s6 tuyén tinh (21) ta thu dwoc:
~ Ah -
at= — * T[A(hu)n + A(hv) - - nAh]

~-—{[A (hv) -V, ~[a(hu)-T 6k, }

Cubi cling bang cach str dung diéu kién sbé 2 trong cac tinh chat da néu cta ma tran AR, ta thu dwoc hé
phwong trinh xac dinh #,V va ¢ théng qua cac bién trang thai & bén phai va bén trai ctia canh. Giai hé phwong
trinh nay ta thu nhan dugc trang thai trung binh Roe nhuw sau:

:\/z/:ule'*'\ﬁ;ul-.w \/—:If+\/—v ST = _g_(h +;3 (23)
RN bt T N2TEE

Nhw vay ta da c6 céng thirc dang hién cho viéc tinh toan tit ca cac gia trj trung gian dé tinh toan ham
dong qua canh bat ky clia 6. Thay thé cac bidu thirc trén vao (15), khi d6 phwong trinh (14) dwoc viét lai nhw
sau: .

(22)

=

au, _ 1&

F.GY onds, +H. 24
7 s LG mds v, (24

St dung cong thirc sai phan Euler tién cho thanh phan dao ham theo thou gian, phwong trinh trén dwoc
viét thanh: )

ki1l

» n+ n Al \-a‘ " n
Ut =y —?(Z(F,G)k-nkdsk) +AH, | (25)

i
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Mat khac theo Brufau P. va cac cdng sty [6], mdt dang twong tw (4) cho trrong hop hai chiéu co thé duoc
viét nhw sau: -

A(F,G)-n)= A, AU = RAR-'AU = R(R* + K- )R- AU (26)

voi Af =1/2 (K i}K}) . Céch khai trién nay bidu dién viéc téch gradient dong thanh cac phan lan truyén
theo hai hwéng tréi va phéi clia canh. D& cap nhat gia tri ciia cac bién trong mét 6 tinh, chi cac lan truyén
clia dong tir cac giao dién hwdng vao 6 1a c¢é anh hwdng tdi viéc nay va mai deoc dung trong phwong trinh
ctia 6. Twong tw bai toan mét chiéu, tich phan dwong cla dong theo phwong phép tuyén ctia canh duoc
viét thanh tdng clia cac song nhw sau:

i _yn MG (5rme "
Um =y - 5 (Z(RA RAU)ds, | +Am? (27)
i 4=l i '

Bay gidr ta xem xét viéc xtr ly s6 hang v/nguén theo cach twong tw bai toan mét chigu da trinh bay & trén.
Truéc tién ching ta thay rang sb hang ngudn bao gdm hai phan khéc nhau va trong (tng ching s& duoc
gidi quyét theo hai cach khac nhau, d6 [a: thanh phan ngudn chira dao ham cda «cao trinh day H' sé dwoc
wéc lvong theo huwéng va sb hang ngudn lién quan dén ma sat H? sé duoc uéce luong theo diém, ta co
H=H"+H2,

Kiéu sai phan nguoc dong ciing s& dugc sir dung d& mé ta thanh phan ngudn phu thudc vao dao ham
cao trinh day H'. Cach lam nay sé ddm bao can bang tét nhét gitra s hang ngudn va dong, dac biét Ia trong
treéng hgp nwéce tinh hay dong chay dirng [1]. Béi véi mbi canh k ciia 8 Si, trong tw treérng hop mét chiéu
s6 hang ngudn s& dwoc phan tach thanh cac phan trai va phai nhw sau:

H, :f?",*-&«ﬁz_” ‘ (28)
& day ky higu ~ dé chi ra réng sé hang nguén ciing duoc wéc lvong tai ciing mét trang thai Roe gibng

nhw thanh phén dong. Diéu nay rt quan trong bdi n6 d&m bao réng cach phan tach sé duy tri can bang (néu
c0) glwa s6 hang nguén va dong Nhur vay:

CHP=RI*'R"'H E i (29)
0
voi: J* :1;(] + 'Ai ) va ﬁ; duoc uoc lwong nhu sau: ﬁ,{ = ,g,’t;;AZJr ,‘Frong do:
- gkAz),

~ 1
h=:2—(l:”+h) Az = (7,,m~,)nJ,Az (,,~-,)12 (30):

BAi v&i moi 6 tinh S; (tong tw nhw trwdng hop mét chidu) ta can cap nhat cac thanh phan di vao theo
phuwong phap tuyén trén cac canh clia sd hang nguén:

NS
=Y Hf (31)
k= .

Cac hé sb P~ xéac dinh dwgc nhu sau;

1 T3
/7'-~2C M (Tin, + iTin Y 5= L = -%—l (- Zn, + in ) - = ;—Z,l- 1~|—% (iTin, +iTin,) (32)
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Cac gia tri trung binh, phuong trinh (30), nhw da dugc dé xuét trong nghién cru clia Bermiidez A. va cac
cong s [9], dam bao tinh bao toan khi phan tach sb hang ngudn theo kiéu sai phan nguoc dong. Sé hang
nguén cho thanh phan ma sat H2 khong chira céc thanh phén dao ham va dwgc woc lugng theo didm:

i =(f)y (33)

Tom lai bidu thire cudi cung cho so d sai phan dwoc viét nhw sau:

+ n A[ -y -B-1771- :
ur = -5 (Z(R(/\ ROAU -8R, dsk) +adfizy (34)
A=l

Day la so dd hién voi budc thoi gian duoc lwa chon theo diéu kién CFL ap dung cho phwong phap phan
t& khdi hibu han.

3. Xt ly ma sat tai bién clrng va vi pham entropy

a. Xtr ly thanh phan ma sét tai bién (thanh) cirng

Molls T, vé céc cong s [10] da chi ra ring viéc khong tinh dén ma sat & bién cirng c6 thé rat dé dén dén
nhitng sai khac dang ké khi tinh toan muc nuwdc. Théng thuwong ngudi ta slr dung cdng thirc Manning hoéac
Chézy da tinh toan hé sb ma sat trong tredng hop dong chay déu, mét chiéu. Tuy nhién cac cong thirc do
cin dwoc mé rong va ap dung mot cach dang dan khi tinh toan dong chay hai chiéu. Cong thirc Manning
dwoc st dung trong cac md hinh dong chay nwéc ndng mét chiéu cb thé duoc viét nhu sau:
n*ujy

Rd K]

Khi ap dung cho dong chay hai chiéu, phurong trinh Manning dwoc stva dbi dé xét ca anh hudng clia ma
sat trén thanh dirng. Co so clia viéc stra doi 1a bao dam toan bd dién tich wét sé duoc str dung trong tinh
toan.

S, = (35)

e i A el
,‘\\ o— h - / ——
\, i
\[ J h hx
. /’/
L N -t v X
b < b

Hinh 5. Cédc vmét cét kénh bat ky va mat cit kénh hinh chir nhit

Déi véi mét cét hinh dang bét ky chu vi wot trong 6 bing chiéu rong day bj (Hinh 6), théng thudng ngudi
ta lay Rj=A/Pj=hj (86 sau c6t nwéce trong 6. Hinh 6). Trong trwdng hop nay s6 hang nham do ma sat duoc
viét nhv sau:

¢ - v’ +v' ¢ - wvut +v (36)
A PR TP [XE

Khi nhitng céng thirc nay dugc ap dung cho kénh hinh chi nhéat v&ididu kién bién khdng dinh thi nghia
la ta chi xét dén ma sat clia ddy ma bd qua ma sat trén thanh clrng. Molls T. va cac cong sy [10] da khéc
phuc si khong tiong thich nay bang cach phan bd ma sat trén thanh clrng cho chidu rong kénh trong
trweong hop lwdi c6 cau tric. Mai 6 tinh sé duoc gia s6 thém vao chu vi wét clia néd mdt phan do sau cia
cac thanh kénh thudc mat cét trong trudng hop Iwdi co cu trac. V&I mdt 6 thix j chu vi wét clia nd duoc woc
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leong nhur sau:
N 13 téng sé nut tinh toan trén mat cét kénh, h1 va hN |2 d6 sau cot nudc

P =h _;hl + h.\.i VP
4 ! N ___1 s Ui
twong (rng tai hai thanh kénh.
, b
K >

Hinh 6. Chu vi wét tinh theo cdc dang mdt cat khdc nhau

Véi lwdi khong cau tric, viec phan chia nhuw trén gép khé khan. Thay vi phén phoi déu ma sat tai thanh
cirng cho chidu rong day kénh, anh huéng clia ma sat & thanh ctng sé dwoc gop vao hé sb ma sét tbng
thé clia & co chira canh bién clrng. Nhuw vay dién tich wot thuc cha 6 d6 sé bang dién tich day cta né cong

voi dién tich wat & thanh clng (Hinh 7)
AV
g
P =
i hy ‘ ‘
i Iy
x AR} 1 P /i T
K \\ (I/ \\ ‘1’ é y : A 1-‘\ (r Iy -,.l.
S S ,é,‘ \ S bién 7 Y /
. \ s “ 5 L e x !
s A . A ) P 1 4
s Y . t Py 1 ’d \ e
/ \# () PR b ) r N 3
| e .‘;-—_-‘\7‘— - |I ' T~ \«, ;f kY 1}
bt - 5 PR A RSN, Vo
L {io rrong - f :r ——’&‘f ___________ 7
1Y T~ g e '\_L - i
1 S ’, Ve ( o ' - [ :
[ 2 ~ e ! ~ 1 I M 1
L ARV P ‘ el \ J
A e —— iy . s " |
A f - H - | J
S S0 ~a | . H tee A {.
N s Y —) - - N
hY L4 * ~3=. 1 PR X P ¢
Y ? ) L “n i . ~——t
1y 4 ST T~ 3 PR o=t
AN e ’ s 1 e e
PP ha v SR BPAPP L
Nt o e aoe 3L e o o o e o i o b
Hinh 7. Dién tich wét cia mot é tinh véi Iwéi khéng cau tric véi gia thiét thanh dirng

Ching ta phan biét hai loai 6 khac nhau (Hinh 7): 6 trong (tht ca cac canh cla no déu ke vai cac 6 khac)
va 6 bién (6 c6 it nhat mot canh la bin clrng). D6i véi céc 6 trong, hé s6 ma sat duoc tinh theo cong thirc
Manning théng thwc‘rng v&inb & hé sb nham day ta sé cd

¢ Nt 4’ § - mvu’ +v° (37)
I hd} M - hd?p
Vé&i cac 0 bién, cong thire Manning duoc hiéu chinh nhw sau

1 2 l 43

(38)

43 :
Ny 32! 32 NW
n
) LS, =vut v ey E ————‘“’f’
’ h -} LSi

v h ml/l
S, =uNu w( h +§
i i

k-1 ‘,

Tap chi Khi tugng Thuy vin * Thing 7/2010




Trong chwong trinh tinh, thanh phan ma sat do anh hwédng cuia thanh cirng & cac 6 bién duwoc tinh toan
bd mét 1an trwdrc khi bt ddu qua trinh tinh toan.

b. Xtr Iy vi pham Entropy ctia Harten va Hyman

Theo Toro E.F. [7], nghiém cla bai toan Riemann dwoc tuyén tinh héa chi chira dwng céc bwdc nhay gian
doan. Nghiém do6 co thé Ia mot xap xi tot cho céc gian doan hay cac mét gian doan tidp xc, trong do dac
trng gian doan clia séng 1a chuan tc. Trong khi d6 cac séng gian thire chét lai 1a nhivng bién di lién tuc
cila cac bién dong chay, khi thoi gian tang, chiing phat trién rong ra va do d6 dao ham theo khoéng gian co
xu huréng trigt tiéu. Khi dy xap xi tuyén tinh thdng qua cac buéc nhay gian doan sé khdng con phti hop. Trong
thuc té tinh toan, khi mét trong sé céc gia tri riéng gén bing 0 thi cac xAp xi tuyén tinh s& gap sai sé Ion, két
qua la cac gian doan la khong ding thuc € vat Iy hay con dwoc goi la vi pham didu kién Entropy. Sau day
la cach st ly vi pham Entropy ctia Harten va Hyman [7]:

- Trwdng hop song gidn bén trai: néu ,{,’" < 0 < A khidiqua séng nay ti trai sang phai s& co ton tai
diém ma A, = 0 va phai xt ly vi pham entropy & do. Tdc d6 lan truyén clia song gidin dwoc hiéu chinh nhw
sau:

- Truorng hop song gian bén phai, tbe do lan truyén clia séng gian s& duoc stra ddi nhw sau:

T r (ﬂ:& —ft’«)
= ’?'1 }1 '/.
=4 2
4. Két luan

Tom lai bao cao da trinh bay co' s& ly thuyét clia mét so' db s6 kidu Godunov giai hé phuong trinh nwéc
néng hai chiéu trong didu kién tdng quat. Trong do ky thuét phan tach sai phan dong dwa trén co sé I gidi
bai toan Riemann x&p xi clia Roe dwoc ap dung. Viéc tinh toan cap nhat gia trj clia cac bién trang thai trong
méi 6 tinh dya trén viéc tdng hop céc thong tin di vao 6 qua cac canh. S6 hang nguén lién quan dén dao
ham cao trinh day dwoc phan ra theo ciing dang sai phan ngwoc dong véi sé hang dong. Cach sai phan
nay dam béo tt cac tinh chét can biing trong mé hinh. So db sb da trinh bay c6 trién vong ap dung vao tinh
toén, mé phong cac bai toan dong chay thc t&. Mot trong s d6 1a tinh toan dong chay I trong d6 c6 thé
ton tai dbng thoi yéu t6 gian doan ciing nhu tinh phirc tap clia mién tinh. Uu diém ndi bat khi ap dung so
d6 s6 nay Ia kha nang xt ly tbt cac gian doan khi co sw b vi dé, dap (v& dot ngdt) va kha nang mo ta chi
tiét cac dang dia hinh.va mién hinh hoc phirc tap. Tuy nhién so' dd ciing c6 mét han ché rat can cai tién va
khac phuc do so db 14 hién hoan toan, budc thoi gian tinh todn nhé va do d6 thoi gian tinh toan 1on. Mot sb
két qua tinh toan so sanh, kim nghiém mé hinh sb v&i co s& ly thuyét nay sé duoc trinh bay trong bai bao
tiep theo.
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